Quantum-Fourier-Transformation

In der letzten Vorlesung hatten wir den Zustand

e DI (1)

erzeugt, wobei 04 die charakteristische Funktion des Urbildes A = f~!(z)
eines Wertes zo unter der Funktion f mit (unbekannter) Periode r war, und
A = card A.

Auf diesen Zustand wenden wir jetzt die Quanten-Fourier-Transformation
an, also die unitdre Abbildung

=
U: |lz)—» — e2mwy/M g
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Diese Abbildung werden wir in Zukunft mit QFT bezeichnen.

Im Ergebnis erhalten wir den Zustand

M-1 M-1
1

ﬁ Z (Z 5A(:):)e27r$y/M> ly) = m z_: a(y)w) .

Vor uns stehen jetzt folgende Fragen:
e Wie grof} soll M gewéhlt werden?

e Fiir welche Argumente y ist d4(y) gro8? Kénnen wir fiir diese Werte eine
untere Schranke angeben?

e Wie rekonstruieren wir die Periode r aus einem oder mehreren gemessenen
Werten?

e Konnen wir QF Teffizient berechnen?

Wir beginnen mit den ersten drei Fragen und betrachten zunéchst den ein-
facheren Fall, dafl | M, und dann die allgemeine Situation.
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Der Fall r | M

In diesem Fall 1a8t sich A einfach schreiben als

A=fYHo)={z|r|(@—a0)}y={xo+kr|k=0,....,M/r—1},

wobei zy das kleinste Argument im Interval [0, M) ist, welches auf z, abge-

bildet wird. Es folgt A = M/r.

Also 148t sich unser Zustand schreiben als (M A)~'/2 multipliziert mit

M—1 {M/r—1 M-1 M/r—1
Z 627ri(mo+kr)y/M ‘y> — Z e27rim0y/M Z e27rikry/M |y> )
y=0 k=0 y=0 k=0
2mixzoy /M

Fiir die Wahrscheinlichkeit, y zu messen, ist der Faktor e ohne Belang,
da er Betrag 1 besitzt. Wir fragen uns also, wann die rechte Summe einen
groflen Betrag besitzt.

Dies ist wenigstens dann der Fall, wenn ry/M ganz ist, da dann jeder Sum-
mand gleich 1 und die Summe gleich M /r ist. Die Zahl ry/M ist genau dann
ganz, wenn y = (M /r mit [ = 0, ..., r—1. Die Wahrscheinlichkeit, ein solches
Yy zu messen, ergibt sich zu
(M/r)*  M* r 1
,

MA — 2 M?2

Wir erhalten also r mégliche Werte fiir y, wobei jeder mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit 1/r gemessen wird. Folglich sind dies auch die einzigen Werte,
welche gemessen werden.

In der Tat, nehmen wir an, dafl e2™¥/™ -£ 1. Dann ist

M/r—1 i )T
" e _ £ 1
e2miry/M _ 1 ’
k=0

Wie bestimmen wir r, wenn wir nach zweimaliger Ausfithrung unseres Al-
gorithmus die Werte y; = ;M /r und yo = [, M/r vorliegen haben? Falls
y; = 0 fiir ein ¢ = 1,2 (geschieht mit verschwindender Wahrscheinlichkeit,
falls » > 0) fithren wir den Algorithmus erneut durch. Sind die gemessenen
Werte beide von Null verschieden, dann sind mit Wahrscheinlichkeit grofier
1/2 die Zahlen [; und [y zueinander prim (d.h. ged(ly,ls) = 1). Also geniigt
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es, den grofiten gemeinsamen Teiler von y; und yo (klassisch) zu berechnen,
um M /r und damit r zu erhalten.

Beispiel. Sei f(x) = a® mod N mit a = 4 und N = 15. Wir wéhlen M = 8.
Dann erhalten wir im Ablauf der Algorithmus zuerst folgenden Zustand

0)]0) — % S el () = % (Z\%m £ Jok+ 1>r4>)

Angenommen die Messung des rechten Registers ergibt den Wert 4, dann
wenden wir die QFTauf folgenden Zustand an

3 7 3

1 1 .

§Z|2k+ 1> QFT 2\/§ Z (Z 62m(2k+1)y/8> |y>
k=0 k=0

y=0
Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, mit der die y = 1 und y = 4 gemessen
werden. Die erste ist

s 27Ti(2l<:+1)/82 s 2mik /4
B =2
k=0 k=0

Gleiches gilt fiir y € {2,3,5,6, 7}. Die Wahrscheinlichkeit, y = 4 zu messen,

1st
i’i 2mi(2k+1)/2 2 _ i’i o2k
32l 321~

Dies ist auch die Wahrscheinlichkeit, y = 0 zu messen. Da der einzige von 0
verschiedene Wert, den der Quanten-Algorithmus ausgibt, y = 4 ist, schlieflen
wir, dal 4 = M/r, also r = 2.

‘2:3%(1+i+(—1)+(—i)):0.

2

:i.42:1
32 2

Der Fall r{ M

Dies ist der Regelfall, da M eine Zweierpotenz ist, und daher nur sehr wenige
Teiler besitzt. Es stellt sich heraus, dafl wir genau gleich vorgehen koénnen,
jedoch diesmal nicht nur Vielfache von M/r finden — in der Tat kann es
im Intervall [0, M) moglicherweise keine ganzzahligen Vielfachen von M/r
geben — sondern auch (sehr gute) Annidherungen an diese Vielfache.

Untersuchen wir dies genauer. Sei also

M =My, modr mit0< M, <r.
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Die Kardinalitéit der Menge A hangt nun davon ab, ob xq < M, odelj_ nicht.
Wir betrachten den Fall My < xy < r. Der andere Fall bleibt als Ubung.
Dann ist

A={xg+kr|k=0,....,(M —My)/r—1}.
und A = (M — M,)/r.

Nachdem wir QFTauf den Zustand (1) anwenden, hat der Basisvektor |y) die

Amplitude
(M—My)/r—1

1, |
e iz /M 6271'zk:ry/M ) (2)
ar 2
Angenommen, y ist die nichste ganze Zahl zu [M /r fiir ein ganzes [ in [0, r),

also

2 r =2
Wir gehen in der Folge davon aus, daf§ die Differenz y — [M/r positiv ist.
Ist y = [M/r, dann konnen wir die Analyse aus dem vorigen Abschnitt
anwenden. Der Fall negativer Differenz 148t sich analog zu dem positiven
Fall entwickeln. In letzterem gilt

kry kr 1

< — k< — <=

0= Mg <a
fiir alle k = 0,..., K = (M —Mj)/r—1. Also liegen alle Summanden 774/M
oberhalb der z-Achse auf dem Einheitskreis, und zwar gleichverteilt mit stei-
gendem Argument von 1 = e?™0ry/M bjg ¢2mKry/M (st die Differenz y—IM /r
hingegen negativ, dann haben wir die analoge Situation unterhalb der z-

Achse.)

Damit ist bereits klar, daf§ die Summe fiir derartiges y groflen Betrag besitzt.
Dies quantifizieren wir jetzt.

Wir betrachten zwei Fille, je nachdem, ob K (ry/M — 1) grofier oder kleiner
als 1/4 ist. Ist dieses Produkt grofer als 1/4, dann ist

|627riKry/M o 1| > \/5 )

Dies nutzen wir, indem wir die Summe in (2) als geometrische Reihe aufsum-

mieren. Wir erhalten
eZWiKry/M -1

e2miry/M _

4

Version 2 zuletzt gedndert am — 29. Januar 2007 — 9:11



Den Nenner schatzen wir ab iiber

le® — 1| < w

(Beweis: Ubung) und erhalten

’627riyr/M _ 1‘ _ ’€2m'(yr/Mfl) _ 1| < 27 - o )
wegen (3).

Im Ergebnis erhalten wir, da§ die Wahrscheinlichkeit ein y mit (3) zu finden,
von unten durch
1 2 2 1 M 2 r M 21

AM  (mr/M)? w2 A 2" mw2Mr?  wlr
beschrankt ist.

Im zweiten Fall ist K (ry/M — 1) kleiner als 1/4. Dann gilt auch
0<k(ry/M—1)<1/4 firalle0<k<K. (4)

Wir schreiben den k-te Sumanden e*7#7%/M als Linearkombination ay,(1 +

i) + Bk(1 — i) der orthogalen Vektoren (1 +4) und 1 — i in C. Aus (4) folgt
dann, dafl a;, > 1/2. In der Konsequenz ist

(M—My)/r—1 (M—My)/r—1 (M—My)/r—1
‘ Z eQ’Tik’"y/M‘ = ‘(1—1—2’) Z g+ (1—1d)- Z ﬁk‘
k=0 k=0 k=0
M — My
> — .
- 2r

Wie zuvor erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit Ws,, ein y zu messen,

das (3) erfiillt,

AN 42 uM A AM

1 M — My)? M — M, 1 1
Ws, > ( 0) > 0

Wir schlu3folgern, dal wir im Ergebnis eines Durchlaufs des beschriebenen
Quanten-Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit gréfier 1/5 ein y finden, das (3)
erfiillt (jedenfalls, wenn 4M > 5r).

In der néchsten Vorlesung werden wir die Methode behandeln, wie wir aus
dem Ergebnis zweier Liufe des Quanten-Algorithmus die Periode r berech-
nen, und die Frage beantworten, wie grof M sein muf}, damit dies mit kon-
stanter von r unabhéngiger Wahrscheinlichkeit gelingt.
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