Die Berechnung der Periode

Wir gehen davon aus, daf§ wir mit dem in der vergangenen Vorlesung ange-
gebenen Algorithmus zwei von Null verschiedene Werte y; erhalten haben,
fiir die ) 1

§<yz , Si, 2—1,2. (1)
mit ganzen 0 < l; < Iy < r gilt. Wie wir gesehen haben, gelingt uns das mit
Wahrscheinlichkeit grofer 1/25. Weiterhin setzen wir voraus, dal ged(ly, l2) =
1, was unter den gegebenen Voraussetzungen mit Wahrscheinlichkeit grofier

1/2 eintritt.

Wie berechnen wir aus y; und y, nun die Periode r? Wir miissen den er-
weiterten Euklidischen Algorithmus, den wir im Fall r | M benutzt haben,
ersetzen.

Wir betrachten die Menge L aller Linearkombinationen der Vektoren

1 0
vu=10 und vy = | 1
hn Y2

Eine solche Menge wird Gitter genannt. In L liegt der Vektor
ly
v = l2U1 — ll?)g = —ll
layr — liye

Lemma 1 Falls M > 2v/3r2, ist v kiirzer als jeder von Null und +v ver-
schiedene Vektor in L.

BEWEIS Zunéchst schéitzen wir die Lange von v ab. Die ersten beiden Ein-
trage von v haben Betrag kleiner r. Gleiches gilt auch fiir den dritten Eintrag

WM lo M
oy — Liya| = [lays —52174-1127—11?/2
WM loM 1
<l yl—lT +h Z/Q—QT §§(51+l2)<7"-

Es folgt ||v]| < v/3r.

Angenommen fiir w = a1v; — agvy gelte 0 < ||w|| < [Jv]|. Damit muf fir die
ersten beiden Eintriige von w, also fiir a; und ay gelten, daB a; < v/3r. Wir
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betrachten den letzten Eintrag ws von w.

M WM lo M
a1yr — agys = (arly — a2l2)7 +ar |y — ) @\ )

Ist aily # asls, dann ist diese Zahl vom Betrag grofier als

M LM laM

— —laa| jyr — —| = laz| |yo — —
r T r

Da nach Voraussetzung M/r > 2+/3r, wiirde aus |a;| < +/3r und (1) fiir
diesen Fall folgen, daf [ws| > v/3r im Widerspruch zu |jwl| < ||v]|.

Also ist ajly = asly. Wegen ged(ly,ly) = 1 gilt daher a; = kly und ay = kly
und w = kv mit ganzem k, wiederum im Widerspruch zu [Jw|| < ||v]|. =

Wie finden wir den kiirzesten Vektor in L? Dazu dient der Gaufische Reduk-
tionsalgorithmus.

Input: Vektoren v; und vy mit ||vy]] < ||ug]|
Output: Kiirzester Vektor in L = Zuv, + Zuv,
(1) while [lvy[| < [[oe

(2) Ersetze vy durch den kiirzesten Vektor der Form
v9 + av; mit a € Z.
(3) Tausche vy < vs.

(4)  return v,.

Beispiel. Wir berechnen die Periode r = 5 der Funktion f(x) = 4% mod 11.
Dazu wiahlen wir M = 128. Nach H,, ® Id und U; haben wir

127
2772 "|z)[4” mod 11) .
=0

Wir messen die rechte Seite und erhalten, sagen wir, 4 und den Zustand

25
1
—— ) |1+ 5k) .
\/2_6k:0

QFT transformiert diesen Zustand in

1 127 25
Z Z 27ri(1+5k)y/128 |
— e Y)
27/2/26 = ( )

k=0
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Wir messen erneut und erhalten den Wert y; = 51. Die Wahrscheinlichkeit

dafiir war )

25 —27i26/128
1 Z 2mi(145k)51/128 | _ 1 |e / ‘
2726 e 2726 ’6—27ri/128| ’

Dies ist grofer als 1/6. In einem zweiten Durchlauf erhalten wir yo = 77 (mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit).

In der Gauf3schen Reduktion finden wir die Vektoren

—2
V2 neu = V2 — 2u; = 1
—25

und nach dem Tausch v} = vg pey, V4 = v1 in der zweiten Iteration
-3
v =0, — 20, =5, — 20y = | 2
2,neu — Y2 1 — 1 2 —
1

Dies ist der kiirzeste Vektor in L. Wir lesen ab {; = 2 und {5 = —3. Schlie3lich
erhalten wir aus

dafl r = 5.

Berechnung der QFT

Wir betrachten zunéchst die QFT fiir m = 1 und 2.

Fir m = 1 haben wir

1
V2 QFT [a) = 3 ¥ 0Ry) = [0) + 22

y=0
Da e?™%/2 = (—1)* erkennen wir, da8 QFT, nichts anderes als die bekannte

Hadamard-Transformation ist.
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Fiir m = 2 haben wir

3

2 QFT,|z) = e /|y

y=0
_ |00> +€27ri3:/4|01> +€27rx/2|10> +€27ri3:p/4|11>
_ |0> ® (|O> + 627riz/4|1>) + |1> ® (627rix/2|0> + 627rz‘3:c/4|1>>
_ (|0> +62wix/2|1>) ® <|O> +62m‘ac/4|1>)

Dies fiihrt uns zu der Vermutung, daf3
22 QFT,,|z) = (|0) + ™ /2|1)) @ - - @ (|0) + >™=/2™)|1))

Beweis: Ubung. Die QFT iiberfiihrt die Basisvektoren also in unverschrinkte
Zusténde. Die Transformation des ersten Qubits

V2 [zg) = ([0} + €2 [1)) = (0) + X5 F2 L)) = (j0) + €202 1))

ist wieder die Hadamard-Transformation. Das j-te Qubit |x;) wird auf
1 1
V2 ¥

abgebildet, welches wir durch den Operator

1/ 0 o 1 0 \7/1 1
\/§ 0 27 mi 0 62*17@ 1 —1

aus |Tm,_1 - - - o) erhalten. Zur Berechnung der QFT werden also kontrollierte
Ri-Gatter benotigt, wobei
1 0
R, = e
k (0 62 km)

Fiir m = 3 erhalten wir damit den Quantenschaltkreis

(10) + €2/ ) = —=(|0) + €2 Eieom2 1))

20) * ? H = lw)

|21) ? H Ry |y1)

[z9) — H — R Ry |y2)
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Dieser Schaltkreis 148t sich leicht fiir grolere m verallgemeinern. Der resul-
tierende Schaltkreis hat m Hadamard-Gatter und m(m — 1)/2 kontrollierte
R-Gatter.

Bemerkung. Die Rjp-Gatter sind fiir grole k£ aus Prézisionsgriinden voraus-
sichtlich schwer zu implementieren. Lassen wir sie weg, entsteht auch nur ein
kleiner Fehler, da ||Ry — I| < ¢ *7 (Ubung). Bei der Komposition unitérer
Operatoren addieren sich die Fehler. Daher geniigt es, wenn wir einen Fehler
von € tolerieren konnen, nur die Gatter R; mit ¢ in O(log(m/€) zu berechnen.
Die Komplexitéit der QFT ist daher quasi-linear in m und linear in log1/e.
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